La résolution de problèmes mathématiques
au cours moyen





La résolution de problèmes : une activité à fort enjeu dans le monde

La résolution de problèmes demeure l’activité dans laquelle, les élèves rencontrent le plus de difficultés et c’est un champ pour lequel, les professeurs peinent à construire un enseignement répondant aux besoins des élèves.
L’enseignement des mathématiques dans la scolarité de base est trop souvent encore un enseignement peu stimulant. Les recherches mettent l’accent sur la place à accorder à la résolution de problèmes dans l’enseignement des mathématiques, que ces problèmes soient utilisés pour motiver et préparer l’introduction de nouvelles notions ou qu’ils permettent de les travailler et les exploiter après qu’elles aient été introduites.

Les élèves français en difficulté en résolution de problèmes

La situation est inquiétante pour les élèves de France. Les chercheurs ont mise à jour l’usage par les élèves de démarche de résolution superficiel telles que la non prise en compte des connaissances du monde à la résolution est une résolution reposant sur la recherche d’indices sémantique. Les chercheurs préconisent un changement au niveau des pratiques d’enseignement et d’apprentissage de l’arrêt solution de problème. Plus précisément, ces derniers s’accordent sur la nécessité de reconceptualiser les activités de résolution de problèmes comme des exercices de modélisation, de proposer des recueils de problèmes variés, d’adopter une méthodologie ouverte, autrement dit, de favoriser la diversité des démarches et des stratégies de résolution et d’introduire de nouvelles normes socio-mathématiques, plus appropriées. 
Exemple autour de la sémantique
« plus » incite à une addition, « perdre » incite une soustraction, « fleurs et vases » incitent à une multiplication

La place de la résolution de problèmes

Il y a consensus sur la place centrale que doit occuper la résolution de problèmes : la résolution de problèmes constitue le critère principal de la maîtrise des connaissances dans tous les domaines de mathématiques mais elle est également le moyen d’en assurer une appropriation qui on garantit le sens. Ce guide restera centré sur la résolution des problèmes verbaux à données numériques. 

Les compétences clés à développer 

L’aptitude des élèves à résoudre de tels problèmes va dépend principalement de trois facteurs : 
· les connaissances mathématiques des élèves 
· la mémoire des problèmes similaires préalablement résolus
· des compétences aptitudes diverses :  la confiance, l’engagement actif, le retour sur les erreurs et la consolidation sur lesquels s’appuie la résolution des problèmes et qu’elle contribue à développer


L’objectif de ce guide

Ce guide rappelle des éléments de la recherche permettant de nourrir la réflexion pour construire un enseignement de la résolution de problèmes plus efficace.
Ce guide donne de nombreux exemples de problème (plus de 200) que les élèves de cours moyens doivent apprendre à résoudre ainsi que des stratégies des procédures qu’ils doivent acquérir pour y parvenir.
Ce guide propose des exemples concrets de mise en œuvre de séquence et deux séances d’enseignement permettant de renforcer les compétences des élèves en résolution de problèmes.

Plan du guide

La pratique de la résolution de problèmes des élèves au cours moyen se limite trop souvent en traitement des problèmes en une étape ce qui développe chez les élèves l’idée que résoudre un problème c’est trouvé la bonne opération et entraîner des résolutions ne s’appuyant  pas sur le sens mais sur des stratégies préjudiciables (mots inducteurs ou des relations entre les entités présentes dans l’énoncé mais en déphasage avec la structure mathématique), ce qui peut induire que la réussite dans ce domaine peut être une question de chance.

Chapitre 1 : classification des problèmes d’après les travaux de Catherine Houdement

Chapitre 2 : composition du processus de résolution de problèmes en quatre phases s’appuyant sur les travaux de Lieven verschaffel et Éric de Corte, ce qui permet d’aller au-delà d’un constat binaire de réussite ou de non réussite. L’analyse a priori d’un problème doit permettre aux professeurs d’établir s’il est pertinent de le proposer à tous les élèves de la classe ou seulement à une partie.

Chapitre 3 : identification des principaux éléments qui peuvent constituer une difficulté pour les élèves lors de la résolution de problèmes. La connaissance de ses élèves n’a pas pour objectif d’épurer les énoncés de tous ceux qui rend un problème difficile à traiter pour les élèves, mais au contraire de les y confronter, pour qu’ils puissent développer les connaissances, les savoir-faire et les aptitudes leur permettant de franchir ces obstacles.

Chapitre 4 : pistes et outils concrets pour construire un enseignement permettant de développer et de renforcer les compétences des élèves en résolution de problèmes (ligne directrice générale pour la construction de séance, des exemples simples et concrets de séance, recensement des différents modes de représentation des données d’un énoncé 

Chapitre 5 : centration sur la liaison école collège : comment des problèmes de cours moyens peuvent être réinvestis dans la suite de la scolarité lors des problèmes rencontrés au collège ?



Noé a 187 cartes Pokémon. Il donne 69 cartes à Tim. Combien Noé a-t-il de cartes maintenant ? 
Noé et Tim ont 187 cartes.  Tim en a 69.  Combien Noé a-t-il de cartes? 
Noé a 187 cartes.  Tim en a 69 de moins  Combien Tim a-t-il de cartes? 
Noé a 187 cartes Pokémon. Tim a 69 cartes . Combien Noé et Tim ont-ils de cartes ?
Noé a 187 cartes Pokémon. Tim a 69 cartes . Quel est le nombre total de cartes ?
Noé a 187 cartes Pokémon. Tim a 69 cartes de plus que Noé . Combien Tim a-t-il- de cartes ?























CHAPITRE 1

QUELS PROBLEMES APPRENDRE A RESOUDRE AU COURS MOYEN ?

Une catégorisation en 3 types de problèmes

Chercher à casser des problèmes n’est pas un objectif du travail amener en classe avec les élèves. En revanche on classification de problème est un outil à disposition des professeurs pour cerner organiser la diversité des problèmes. L’objectif de ce chapitre est de définir le périmètre des problèmes devant être proposés au cours moyen et donc d’aider les professeurs à structurer l’enseignement de la résolution de problèmes.


                
       cf Eduscol: https//eduscol.education.fr/251/mathematiques-cycle-3
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Les problèmes en une étape

Les problèmes en une étape sont les problèmes verbaux à données numériques qui se traitent en effectuant une des quatre opérations (addition, soustraction, multiplication ou division). La modélisation d’un de ces problèmes consiste donc à reconnaître qu’il peut être résolu grâce à une unique opération, en l’identifiant correctement. Une fois le calcul effectué, le résultat doit être réinjecté dans la situation, après une éventuelle interprétation, pour pouvoir conduire à la réponse au problème. 

Les quatre problèmes ci-dessous, proposés par Catherine Houdement19, sont des exemples de problèmes en une étape. 

—  Problème 1 : « Un massif de fleurs est formé de 60 tulipes rouges et de 15 tulipes noires. 
Combien y a-t-il de tulipes dans ce massif ? » 
—  Problème 2 : « Un massif est formé de 60 rangées, toutes de 15 tulipes. 
Combien y a-t-il de tulipes dans ce massif ? » 
—  Problème 3 : « Un massif de 60 fleurs est composé de tulipes et de 15 jonquilles. 
Combien y a-t-il de tulipes dans ce massif ? » 
—  Problème 4 : « 60 tulipes sont disposées en 15 massifs tous identiques. 
Combien y a-t-il de tulipes dans un massif ? » 

Pour chacun de ces problèmes, un adulte modélise quasiment automatiquement et donc mobilise une opération différente pour chaque problème. Ces automatisations sont en cours de construction chez les élèves. De plus, des travaux de psychologie expérimentale faisant appel à des « techniques d’amorçage » ont ainsi montré que la paire « orange pomme » annonce une addition contrairement à la paire « orange panier. ».


Les problèmes additifs

Les problèmes à étapes font l’objet d’une classification. Cette classification n’est pas destinée aux élèves ne doit pas être enseignée. La fonction principale de cette classification est d’assurer aux professeurs qui confrontent effectivement les élèves à l’ensemble des situations possibles sans se limiter à quelques situations prototypiques et de pouvoir anticiper la difficulté proposée aux élèves. Elle permet également de s’appuyer sur des problèmes résolus antérieurement par les élèves pour faciliter la résolution de nouveaux problèmes plus difficiles.
Il est préférable de se limiter à deux catégories sans chercher à distinguer les problèmes selon l’opération en jeu :
· les problèmes additifs (additionner ou soustraire). L’utilisation flexible de la soustraction ou de l’addition à trous en fonction des nombres en jeu est un bon indicateur d’une bonne connaissance des opérations 
· les problèmes multiplicatifs (multiplier ou diviser)

Dans ce guide, deux-sous catégories seront considérées pour les problèmes additifs :

· les problèmes parties-tout (parties statiques : bille rouges + billes bleues ou dynamiques : billes gagnées ou perdues et billes restantes)

« Une bouteille contient 0,5 L d’eau. On ajoute un quart de litre d’eau dans la bouteille.
Quel volume d’eau la bouteille contient-elle maintenant ? »

Ce regroupement entre les problèmes de combinaison statique et de transformation dynamique en une seule catégorie ne va pas de soi.

· Les problèmes de comparaison : deux entités mises en relation et comparées :

« Une bouteille contient 0,75 L d’eau. Un verre contient un demi-litre d’eau de moins que la bouteille. Quel volume d’eau le verre contient-il ? »



Les problèmes multiplicatifs

Le type de problème, la nature des grandeurs en jeu (quantités, longueurs, prix, masses, etc.), les ensembles auxquels appartiennent les nombres en jeu dans l’énoncé (entiers, décimaux, fractions), les liens qu’entretiennent entre eux ces nombres, ainsi que l’opération attendue (multiplication ou division) ont un impact sur la réussite des élèves.
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D’autres modes de calcul et en particulier le calcul mental ou en ligne, avec un éventuel appui sur des faits numériques mémorisés ou la manipulation de matériel de numération ou l’utilisation de dessins, schémas ou tableaux peuvent permettre de résoudre des problèmes multiplicatifs en une étape, au cours moyen comme au cycle 2, avant que les algorithmes de calcul posé n’aient été introduits. 

Les problèmes dans lesquels une même grandeur (quantité, longueur, masse, etc.) Apparaît un certain nombre de fois 

Au cycle 3 comme au cycle 2, la plupart des problèmes multiplicatifs correspondent à des situations mettant en jeu une même grandeur un certain nombre de fois. Ces problèmes mettent généralement en jeu trois données numériques, dont deux sont connues : 
—  le nombre de parts
—  la valeur d’une part
—  la valeur totale

Ces trois données sont liées par la relation : 
le nombre de parts x la valeur d’une part = la valeur totale. 


Trois exemples de problèmes multiplicatifs (page 25)

Au cycle 2, les élèves peuvent souvent trouver le résultat d’un problème relevant de la multiplication en effectuant une ou plusieurs additions.. La même action, c’est-à-dire de ne pas se restreindre à des scénarios pour lesquels la résolution par quelques additions mène à la solution, est à encourager au cours moyen ; elle est facilitée par l’augmentation du champ numérique maîtrisé par les élèves et la généralisation de l’algorithme de multiplication posée à l’ensemble des entiers au début du CM1. 
Il est à noter que ces problèmes sont fréquemment des problèmes de proportionnalité pour lesquels la valeur pour une unité est donnée. 
Il est important de travailler à la fois des problèmes de recherche de la valeur d’une part et des problèmes de recherche du nombre de parts les seconds est en général plus difficile à résoudre que les premiers car non conforme à la conception intuitive de la division.




Les problèmes mettant en jeu une comparaison multiplicative

Les problèmes de comparaison conduisent parfois des divisions ce qui peut être source de difficulté pour les élèves qui s’appuie sur les mots-clés fois plus comme un dessin de multiplication ce qui n’est pas le cas pour les trois problèmes suivants.

« Un terrain rectangulaire a une longueur de 78,7 m et une largeur 4 fois plus courte que la longueur. Quelle est la largeur de ce terrain ? » 

« Avant travaux, il y avait 550 places assises dans les tribunes du stade. Il y en a maintenant 1 650. Pierre dit qu’il y a maintenant 2 fois plus de places assises. A-t-il raison ? »

« Une grande bouteille contient 5 fois plus de parfum qu’un flacon. La grande bouteille contient 0,75 L de parfum. Quel volume de parfum contient le flacon ? » 

De manière analogue « fois moins » pourra conduire une division ou une multiplication selon les cas.


Les problèmes mettant en jeu un produit cartésien


Le produit cartésien de deux ensembles est l’ensemble de tous les couples dont la première composante appartient au premier ensemble et la seconde au second ensemble. 
Par exemple : « Une poupée est livrée avec 4 pantalons et 12 tee-shirts. De combien de façons est-il possible d’habiller la poupée ? » (page 27)

L’ensemble des solutions est l’ensemble des couples constitués d’un pantalon et d’un tee-shirt, c’est-à-dire l’ensemble des tenues complètes que l’on peut constituer. On peut représenter l’ensemble de ces solutions en construisant un arbre ou un tableau. 
les problèmes impliquant des produits cartésiens sont généralement difficiles à résoudre pour les élèves, car ils sont en décalage avec la conception intuitive de la multiplication comme addition itérée Ils facilitent cependant la compréhension de la propriété de commutativité de la multiplication. 
La connaissance du tout et d’une des valeurs du produit cartésien permet de proposer des problèmes dans lesquels une division ou une multiplication à trou doit être menée.  (cf page 28)


Les problèmes mettant en jeu un produit de deux grandeurs


Le produit cartésien précédent peut être généralisée au produit de grandeur. Des problèmes impliquant des vitesses peuvent rentrer dans cette catégorie même s’ils sont le plus souvent traités comme des problèmes de proportionnalité. Au collège ces problèmes seront plus fréquents. De façon analogue au cas précédent la recherche d’un des deux facteurs du produit conduit à effectuer une division.















Les problèmes en plusieurs étapes

Les problèmes en plusieurs étapes sont les problèmes verbaux à données numériques nécessitant plusieurs calculs successifs. Il est nécessaire de bien comprendre les relations entre les données de l’énoncé ce qui est recherché afin de construire un modèle mathématique de la situation. Les problèmes en plusieurs étapes sont un objectif majeur de l’enseignement de la résolution des problèmes verbaux à données numériques au cours moyen. En évitant de réduire la résolution de problèmes au fait de trouver LA bonne opération il renforce la centration des élèves sur la compréhension de l’énoncé et la modélisation du problème. La difficulté des problèmes en plusieurs étapes n’est pas la simple somme des difficultés des sous problème en une étape qui les composent. En effet, à cette somme s’ajoute la difficulté de la mise en relation de ses différences aux problèmes élémentaires.

Pour résoudre des problèmes en une étape, les élèves s’appuient généralement sur des problèmes similaires résolus précédemment. Les problèmes en plusieurs étapes, étant donné leur variété, obligent les élèves à élaborer leur propre stratégie conduisant à renforcer leurs habiletés de résolution de problèmes qui s’appuient notamment sur les connaissances développées en résolvant des problèmes en une étape De façon symétrique, la résolution de problèmes en plusieurs étapes va permettre de renforcer les habiletés de résolution de problèmes en une étape. 
Les problèmes en plusieurs étapes permettent aussi au professeur de mieux évaluer les compétences développées par les élèves, en limitant les faux positifs, c’est-à-dire les bonnes réponses obtenues par hasard ou encore en s’appuyant sur autre chose que la compréhension de la situation.
En résumé, les problèmes en plusieurs étapes, de par leur diversité, limitent les résolutions s’appuyant principalement sur des indices non pertinents. 


Les problèmes atypiques

La catégorie des problèmes atypiques est la plus difficile à circonscrire. Elle comprend l’ensemble des problèmes verbaux à données numériques que doivent pouvoir traiter les élèves de cours moyen, et qui ne rentrent pas dans les catégories des problèmes en une ou plusieurs étapes mentionnées précédemment. La longueur du  paragraphe dans le guide ne doit être pas interprétée abusivement : le cœur de l’activité de résolution de problèmes au cours moyen est l’apprentissage de la résolution de problèmes en plusieurs étapes. 
La résolution des problèmes atypiques doit permettre aux élèves de développer des compétences transversales, comme l’autonomie, la prise de décisions, la créativité, etc., qui leur seront utiles pour la suite de la scolarité et dans leur vie quotidienne. Elle doit aussi permettre aux élèves de rencontrer un certain nombre de stratégies et de types de raisonnements qu’ils pourront transposer, en les adaptant autant que nécessaire, dans la résolution d’autres problèmes atypiques. 
S’il n’est pas possible de faire une classification exhaustive des problèmes atypiques il existe néanmoins des familles de situations classiques que les élèves doivent avoir rencontréesnon pas par hasard mai de façon organisée de façon à ce que les élèves puissent faire le lien entre un problème à résoudre et un problème proche déjà traité précédemment. Il est crucial de mettre l’accent sur des indices pertinents susceptibles de guider la mémorisation puis l’évocation de ces problèmes. 
Quatre familles de problèmes atypiques sont repérées :
 
—  les problèmes algébriques ; 
—  les problèmes de dénombrement ; 
—  les problèmes préparant à l’utilisation d’algorithmes 
—  les problèmes d’optimisation

Les problèmes algébriques

Un problème mathématique de cours moyen sera considéré comme étant algébrique s’il peut être traité au cycle 4 par l’écriture et la résolution d’une ou de plusieurs équations du premier degré. 

Exemple  : « Dans une ferme, il y a des lapins et des poules. Pour faire chercher le nombre de poules et de lapins à son frère, Cindy lui dit qu’il y a 114 pattes et 40 têtes. Combien y a-t-il de poules et combien y a-t-il de lapins dans la ferme ? » 

En classe de seconde ce problème pourra être traité en écrivant un système de deux équations à deux inconnues. Au cycle 4, les collégiens utiliseront une unique inconnue (p le nombre de poules ; le nombre de lapins se déduit alors du nombre de têtes, il est de 40 – p. Le nombre de pattes permet alors d’écrire une équation qui conduit à trouver la valeur de p et d’en déduire la solution du problème

2 x p + 4 x (40 – p) = 114
Au cours moyen ce problème sera traité :
· par essais-ajustements
· par un traitement pré-algébrique
· par un raisonnement s’appuyant sur les résultats obtenus à partir d’une hypothèse

Présentation de deux exemples de résolutions possibles (pages 33 et 34)

Les problèmes de dénombrement

Ces problèmes consistent à déterminer le nombre d’éléments d’un ensemble qui ne se résolvent pas immédiatement par l’une des quatre opérations, et qui, dans le second degré, pourront être résolus en mobilisant de nouvelles notions mathématiques (combinaisons, arrangements, etc.). Pour résoudre ces problèmes à l’école élémentaire, il va falloir trouver un moyen d’organiser les éléments de l’ensemble que l’on cherche à dénombrer pour énumérer sans répétition toutes les solutions d’un problème (les arbres ou les tableaux).

Les problèmes préparant à l’utilisation d’algorithmes

Ces problèmes consistent à rechercher des solutions vérifiant certaines conditions parmi un ensemble de cas possibles. Il faut ainsi balayer tous les cas possibles et tester, pour chacun de ces cas, s’il vérifie ou non les conditions attendues. De tels problèmes pourront se traiter dans le second degré en écrivant un programme ou en programmant sur Scratch. Exemple de problème
« Un rectangle a ses côtés qui ont pour longueur des nombres entiers de centimètres. Son aire est de 100 cm2. Trouve toutes les dimensions possibles pour ce rectangle. » 

Les problèmes d’optimisation

Les problèmes d’optimisation consistent à trouver la meilleure solution possible tout en respectant un certain nombre de contraintes Au cours moyen, les problèmes d’optimisation peuvent également consister à trouver la meilleure solution respectant plusieurs contraintes comme dans ce problème :

« Célia a 12 longueurs de fil, 40 perles rondes et 48 perles plates. Elle utilise 1 longueur de fil, 10 perles rondes et 8 perles plates pour fabriquer 1 bracelet. 
Si Célia fabrique des bracelets tous identiques, combien peut-elle en fabriquer ? »










CHAPITRE 2

QU’EST-CE QUE RESOUDRE QU’UN PROBLEME ?

« L’application des mathématiques pour résoudre des problèmes situés dans le monde réel, également appelée modélisation mathématique, peut être conçue comme un processus complexe comprenant plusieurs étapes : la compréhension de la situation décrite ; la construction d’un modèle mathématique qui décrit l’essence de ces éléments et les relations significatives impliquées dans la situation ; l’application du modèle mathématique pour identifier ce qui en découle ; l’interprétation du résultat des calculs afin de parvenir à une solution de la situation pratique qui a donné lieu au modèle mathématique ; l’évaluation du résultat interprété en relation à la situation d’origine ; et la communication des résultats interprétés. » 
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Ce modèle permet d’appréhender la complexité de la tâche des élèves pour résoudre les problèmes qui leur sont proposés ainsi que celle des professeurs pour analyser les difficultés rencontrées par les élèves et leurs éventuelles erreurs lors de ces résolutions. Dans un souci de simplification, un modèle en 4 phases inspiré du modèle de Lieven Verschaffel et Erik de Corte est retenu dans ce guide : comprendre, modéliser, calculer, répondre.
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Ce modèle est présenté en quatre phases successives, mais il est clair qu’au cours de chacune des phases, des régulations sont mises en œuvre et peuvent conduire à revenir sur les phases précédentes pour confirmer ou infirmer ce qui a été mené antérieurement 

Comprendre

Un problème est en premier lieu une histoire qu’il va falloir comprendre avec deux distinctions :
- La compréhension doit être fine. Si une compréhension globale et approximative peut être suffisante dans d’autres cadres, en résolution de problèmes une telle compréhension risque de ne pas être suffisante pour apporter une réponse correcte au problème. 

Exemple : sens des expressions « de plus que » ou « fois plus que »

- Il y a une question. Qu’est ce-que l’on cherche ? Quelle est la nature de ce que l’on cherche ?

« La compréhension des idées et de leur cohérence n’est jamais la simple addition de la signification des mots composant le texte, ni de celle des phrases successives. Elle suppose [...] de comprendre comment les idées sont liées et se répondent d’une phrase à l’autre (cohérence locale) et comment les thèmes et sous-thèmes, les idées essentielles, s’organisent logiquement (cohérence globale). 
La cohérence (ou cohésion) locale renvoie aux relations qu’entretiennent les informations énoncées d’une phrase à l’autre. La cohérence globale concerne la compréhension de l’organisation du texte dans son ensemble : les thèmes et sous-thèmes développés, leur organisation logique, leur relation aux conditions de l’énonciation ainsi qu’aux connaissances du lecteur. 

Indépendamment de la diversité d’interprétation ce qui compte pour la résolution de problèmes et de comprendre que l’on s’intéresse au cardinal de deux collections. Le manque de fluidité de lecture n’est pas un fort obstacle pour les élèves du coup moyen qui ont atteint le niveau attendu en fin de cycle deux. Mais il sera sans doute pour les élèves n’ayant pas atteint le niveau attendu en fin de cycle. Dans ce cas une ou plusieurs lectures à voix haute de l’énoncé peut être faite. L’objectif est que l’élève concerné puisse concerner pleinement à la raison de son problème en étant le mot entraver possible par ses difficultés en lecture.
Les capacités d’inférence sont ainsi essentiel pour la bonne compréhension des problèmes notamment parce que l’utilisation des pronoms et fréquente même dans des énoncés très courts.

« Camille avait 4,35 €. Son frère lui a donné 2,80 €. Combien d’argent a-t-elle maintenant ? » 

L’auto-évaluation et la régulation doivent permettre aux élèves de s’assurer que le problème fait sens pour eux lors de cette phase de compréhension. De nombreux chercheurs considèrent que les élèves ignorent trop souvent le monde réel lors de la résolution de problèmes. Il est donc utile de leur proposer, de temps en temps, des problèmes nécessitant un ancrage fort dans le monde réel. 

Modéliser

La modélisation et le processus par lequel l’individu convertit les données des situations réelles en problème mathématique. 
La compétence « chercher » s’appuie en premier lieu sur la confiance qu’on les élèves ont leur aptitude à trouver la solution. Cette assurance se renforce par une phrase pratique fréquente de la résolution de problèmes. 
La compétence « représenter » permet de faire le lien entre le texte du problème et ses caractéristiques mathématiques : un schéma permet en effet de rendre visible les relations entre les grandeurs. 
(cf exemple page 49).
La compétence « représenter » ne se développe pas de façon spontanée chez les élèves : il ne suffit pas d’inviter chaque élève à effectuer le dessin ou le schéma « qui lui convient ». Elle se développe au contraire par un enseignement construit et structuré sur plusieurs années.
La compétence « raisonner » est fortement mobilisée dans cette phase de modélisation. Les raisonnements menés doivent conduire à un travail, guidé par l’enseignant dans un premier temps, sur la structuration de la langue en mobilisant des connecteurs comme « donc » ou « parce que ». 
La compétence « modéliser » n’est pas l’aboutissement de cette deuxième phase, mais en est au cœur. 
 C’est l’interaction permanente entre les différentes « compétences majeures » qui permet d’aboutir au modèle mathématique recherché. 
Calculer

La phase « calculer » est sans doute la plus simple à définir : il s’agit de la réalisation par les élèves de calcul correspondant à la suite d’opérations découlant de la modélisation. Cette phase peut s’avérer relativement simple sous réserve que les contenus relatifs aux attentes du problème du cycle 3 soient suffisamment maîtrisés. La résolution de problèmes va contribuer à renforcer la bonne maîtrise des techniques de calcul attendues les élèves (calcul mental ou calcul posé).

Répondre

Pour cette dernière phase, les élèves doivent considérer les calculs effectués et interpréter le ou les résultats trouvés dans le contexte du problème. Ils doivent ensuite communiquer la réponse de façon compréhensible par tous tout en effectuant une régulation pour s’assurer que la réponse apportée répond bien à la question posée et que cette réponse est cohérente avec le contexte du problème.
Des critères extra-mathématiques doivent parfois être utilisés pour vérifier la cohérence. 
Lors de l’enseignement de la résolution de problèmes à l’école élémentaire, cette phase« répondre » est souvent réduite à la demande d’écriture d’une phrase res- pectant les canons usuels (une phrase complète, qui commence par une majuscule et qui finit par un point, comprenant le nombre solution associé à son unité). La réflexion sur la cohérence de la réponse est régulièrement négligée, alors qu’il s’agit d’une phase essentielle pour s’assurer que l’élève répond bien à la question posée et pour détecter d’éventuelles erreurs. 

Voir extraits de productions page 52


Pour renforcer le travail sur cette dernière phrase certains problèmes en « Combien ? » peut être remplacée par des problèmes « Est-ce que ? » pour lesquelles la réponse attendue n’est pas une valeur du numérique mais une analyse à partir de la valeur numérique trouvée.

Exemple de résolution de problèmes en 4 phases : pages 53 à 55


FOCUS : Analyser les erreurs des élèves pour adapter l’aide à leur apporter (pages 56 à 63)

L’intérêt principal de la décomposition en quatre phases proposer dans ce chapitre de fournir en professeur un outil pour structurer l’analyse des productions d’élèves en résolution de problèmes à fond d’accompagner leurs apprentissages. Dans ces quelques pages sont décryptées les activités élèves et les interventions du professeur (pistes, conseils, idées d’organisation, des relances possibles, la place de la trace …)



« Un électricien dispose d’un rouleau de fil électrique de 50 m. Il découpe trois morceaux de fil de ce rouleau de 12,70 m chacun.
Quelle longueur de fil électrique reste-t-il dans le rouleau ? »
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IDENTIFIER LES OBSTACLES A LA RESOLUTION DE PROBLEMES

L’objectif n’est pas d’épurer les problèmes de tout ce qui peut être source de difficultés pour les élèves, mais de les identifier et de les contrôler. Ceci doit permettre de s’assurer que les problèmes à résoudre sont accessibles aux élèves à qui ils sont proposés, tout en les aidant à développer de nouvelles compétences en les confrontant progressivement à de nouveaux obstacles. Une connaissance fine des diffifcultés des élèves permet aussi de fournir des coups de pouce utiles. 

La structure mathématique du problème

De façon générale, les problèmes atypiques sont plus difficiles à traiter que les problèmes à étapes car ils sont moins familiers. Pour les problèmes à étapes, généralement, plus les étapes sont nombreuses, plus la difficulté est importante. Mais le nombre d’étapes n’est pas le seul facteur de difficultés. Des problèmes à une seule étape peuvent s’avérer plus complexes selon ce qui est connu et cherché. Il est généralement plus facile pour les élèves de trouver un tout en connaissant les différentes parties que de retrouver une partie en connaissant le tout et l’autre partie. Il est également plus facile pour les élèves de trouver un état final qu’un état initial dans un problème où une grandeur évolue.

Le texte de l’énoncé du problème

La compréhension d’un énoncé de problème peut représenter un obstacle. Plusieurs éléments du texte de l’énoncé peuvent constituer des obstacles à une bonne compréhension : 
- le degré de familiarité de l’élève avec l’environnement du problème 
- la longueur et la forme de l’énoncé; 
-  la présence d’illustrations qui généralement ne facilitent pas la tâche des élèves
- le lexique spécifique aux mathématiques
- des mots-clés de l’énoncé concordants ou non avec la modélisation 
- un scénario, évoqué par l’énoncé, facilitant ou non la perception des relations mathématiques en jeu - l’inscription ou non dans le champ de validité de la conception intuitive des opérations 
- la présence de données inutiles. 

Le degré de familiarité de l’élève avec l’environnement du problème

Une des premières sources de difficulté est l’absence de familiarité de l’élève avec l’environnement dans lequel se situe l’action du problème avec notamment le lexique utilisé dans le problème.
Il est intéressant de créer des problèmes directement en lien avec les activités des élèves les événements vécus en classe.

Exemple : « Aujourd’hui, j’ai trouvé 35 bigorneaux. Ensemble, ils pèsent 480 g. En supposant qu’ils ont tous la même masse, trouve combien pèse un bigorneau. » 
Un élève effectuant le calcul : 480 g x 35 = 16 800 g = 16,8 kg ne sera nullement alerté par l’absurdité de la masse trouvée, s’il n’a aucune idée de ce qu’est un bigorneau 

La longueur et la forme de l’énoncé

Au cycle 2, les problèmes exposés s’étalent sur 3 lignes au plus, ce qui peut amener des difficultés au cours moyen sur des problèmes avec plus de données numériques.
Il est important de confronter les élèves dès le début du cours moyen à des énoncés de problèmes de plus de deux ou trois lignes sans complexité particulière au-delà de la longueur, afin notamment de leur apprendre à structurer les données pour pouvoir répondre à la question posée. 
D’autres éléments peuvent être de nature à faciliter ou, au contraire, à rendre plus complexe la compréhension du problèmela position de la question en début d’énoncé peut être facilitatrice, organisation des données dans l’ordre de leur utilisation…

La présence ou non d’illustrations

Les illustrations sont souvent vues comme un moyen d’aider les élèves à mieux comprendre les énoncés qui leur sont soumis. Différentes études montrent que cela n’est pas toujours le cas : les illustrations peuvent parfois distraire les élèves, plus que les soutenir dans la résolution du problème. Par ailleurs, des illustrations contenant une partie des informations nécessaires pour résoudre le problème, comme dans l’énoncé ci-dessous, nécessitent des allers-retours entre le texte et la ou les illustrations qui augmentent la difficulté à résoudre le problème. (Exemple page 70 et 71)
Le fait de devoir confronter l’énoncé du problème à l’illustration engendre vraisemblablement une surcharge cognitive pour les élèves. Il semble donc raisonnable de ne pas chercher à illustrer à tout prix les problèmes proposés aux élèves et, lors des choix de manuels, de privilégier ceux ne multipliant pas les illustrations inutiles, aidantes ou même essentielles. 

La présence d’éléments superflus

Beaucoup de travaux ont montré l’influence de la présence des données inutiles dans les énoncés des problèmes pour la réussite des élèves à les résoudre.
Proposer des problèmes avec des données inutiles est donc particulièrement intéressant pour repérer des difficultés d’élèves qui risqueraient de ne pas être décelées lors du traitement d’un problème en une étape avec deux données numériques. Cependant, il n’est sans doute pas souhaitable d’en faire une tâche technique, qui consisterait à repérer les données inutiles et les données utiles dans des énoncés de problèmes. En résolution de problèmes, la tâche dévolue aux élèves est et doit rester celle de résoudre des problèmes. Lors des temps de mise en commun, il est cependant intéressant de mettre la focale sur la présence de ces données numériques, écrites en chiffres ou en lettres, qui ne sont pas utiles pour répondre à la question posée. 

Le lexique et, en particulier, le lexique spécifique aux mathématiques 

Ce point est en lien avec le paragraphe sur la familiarité de l’élève avec l’environnement d’un problème. Si les séances de résolution de problèmes ne doivent, a priori, pas avoir pour objectif de faire connaître de nouveaux mots, cela n’est pas vrai pour le lexique ou la langue spécifiques aux mathématiques qu’il va falloir faire découvrir, revoir et faire maîtriser aux élèves, dans le cadre de la résolution de problèmes (il en a 5 de plus ; il en veut au moins 6 ; il en a 3 fois plus ; il est inférieur , supérieur à ;  il en a le triple ; il en donne le quart ; il en a autant ; la longueur du rectangle est le double de sa largeur... 

Les mots clés de l’énoncé (plus, moins, fois …) concordant ou non avec une modélisation

Des travaux ont mis en évidence une meilleure réussite lorsque l’opération attendue correspond d’un point de vue sémantique au lexique présent dans l’énoncé.

Problème 1 : « Paul a 3 billes. Pierre a 5 billes de plus que Paul. Combien Pierre a-t-il de billes ? »
Problème 2 : « Paul a 3 billes. Paul a 5 billes de moins que Pierre. Combien Pierre a-t-il de billes ? »

Le second exercice conduit en effet de nombreux élèves à effectuer la soustraction 5 – 3. Les processus conduisant à ce choix sont sans doute divers, avec des niveaux de compréhension variés ; pour certains élèves, cette réponse erronée révèle sans doute une difficulté à inhiber le réflexe conduisant à faire une soustraction en lisant le mot « moins » présent dans l’énoncé. 
 
(D’autres exemples page 75)

L’inscription ou non dans le champ de validité de la conception intuitive des opérations

Ces conceptions intuitives sont utiles dans la mesure où elles permettent aux élèves de s’appuyer sur leurs connaissances préalables pour donner du sens à une notion, de mettre à profit leurs expériences passées pour faciliter leurs apprentissages. Mais elles vont aussi constituer un obstacle quand elles ne coïncideront pas avec la notion mathématique. Il est important de prendre en compte, dans les activités de résolution de problèmes, si la situation s’inscrit ou non dans le champ de validité de la conception intuitive de l’opération en jeu dans le problème. Il y a évidemment un enjeu fort à s’assurer que les situations travaillées en classe vont fréquemment au-delà des contextes où la conception intuitive est facilitante. 

(Exemples pages 76 et 77)

Un scénario, évoqué par l’énoncé, facilitant ou non la perception des relations mathématiques en jeu

De manière générale, il n’y a pas de neutralité entre les contenus des énoncés et les structures mathématiques sous-jacentes, dans la mesure où les relations qu’entre- tiennent les éléments d’un énoncé peuvent inciter à effectuer certaines opérations mathématiques. 

Entités englobantes : pommes et poires, (fruits), voitures et camions (véhicules)  addition et soustraction
Scénarios répartitions : boîtes et œufs, fleurs et vases  multiplication et division


[image: ]


Le champ numérique

Les nombres en jeu dans un problème peuvent être source de difficulté pour les élèves. La difficulté va être liée à la nature ou l’écriture des nombres (fractions, écriture à virgule d’un nombre décimal), au nombre de chiffres que comporte l’écriture de ces nombres ou encore au fait que ces nombres sont des mesures données dans des unités différentes. 
La complexité engendrée par les nombres en jeu et leurs relations peut apparaître : 
- lors des phases de compréhension et de modélisation du problème en créant une surcharge cognitive 
- lors de la phase de calcul en nécessitant d’éventuels changements d’écriture des nombres ou d’éventuels changements d’unités des grandeurs et des stratégies de calcul parfois mal maîtrisées

(Exemples pages 79 à 81)


















CHAPITRE 4

COMMENT DELIVRER UN ENSEIGNEMENT STRUCTURE DE LA RESOLUTION DE PROBLEMES ?

Construire un enseignement de la résolution de problèmes est complexe, car il faut mener de front des actions dans deux directions qui peuvent sembler difficiles à concilier : 
· faire acquérir aux élèves des stratégies efficaces de résolution de problèmes, adaptées à des formes de problèmes bien identifiées rencontrées au cours moyen, et des quasi-automatismes permettant de mobiliser aisément et à bon escient ces stratégies en s’appuyant sur la mémoire des problèmes résolus précédemment

· apprendre aux élèves à ne pas être déstabilisés par des problèmes nouveaux, non rencontrés précédemment, et développer chez eux des habilités en résolution de problèmes 


Fixer collectivement des objectifs sur le champ de la résolution de problèmes
Travailler en cohérence en équipe au sein d’une école est essentiel pour accompagner efficacement les apprentissages relatifs à la résolution de problèmes mais travailler aussi en cohérence avec les collègues du cycle 2 et les professeurs du collège. Ces échanges doivent permettre : 
- de prendre en compte ce qui a été fait précédemment 
- d’avoir une vision claire de ce qui est attendu ultérieurement 
Ces échanges permettent de lieux harmoniser les outils utilisés et les stratégies enseignées et peuvent s’appuyer sur les chapitres de ce guide :
· Quels problèmes ? Savoir quels types de problèmes (chapitre 1) ont été résolus pour en proposer d’autres plus difficiles ou non encore abordés.

· Quelles stratégies ? Les différentes phases proposées dans le chapitre 2 peuvent servir de base pour partager: compétences développées en calcul, réflexion sur la compréhension et le lexique mathématique introduit, travail sur la modélisation en s’appuyant sur des schémas.

· Quels niveaux de maîtrise ? Les obstacles présentés au chapitre 3, liés à la structure 
mathématique du problème, à la nature et la forme de l’énoncé et aux données numériques en jeu, fournissent des curseurs pour déterminer le niveau de difficulté d’un problème. 
Construire une progression partagée
Le choix peut être fait de partager une progression par année ou par demi-année, idéalement du début du cycle 2 à la fin du cycle 3, indiquant : 
- une liste d’exemples de problèmes en une ou plusieurs étapes que les élèves doivent savoir traiter, s’appuyant sur les repères fournis dans le chapitre 1
- des objectifs précis concernant les problèmes atypiques que les élèves doivent apprendre à résoudre, s’appuyant sur les repères fournis dans le chapitre 1
- des éléments sur ce qui est attendu des élèves concernant la compétence « représenter » (construction de schémas). 

Il peut également  être proposé une évaluation en résolution de problèmes, pour la période 3 de CM2, partagée par l’ensemble des écoles d’un même réseau. 
Focus sur un exemple d’évaluation commune fin de période 3 en CM1(pages 87 et 88)
Points de vigilance et propositions pour construire une séquence en résolution de problèmes
« La résolution de problèmes » n’est pas un objectif en soi, mais le champ sur lequel le travail est mené. L’objectif d’une telle séquence doit donc être plus précis, par exemple « savoir résoudre des problèmes en une étape avec des fractions » ou « savoir résoudre des problèmes multiplicatifs de comparaison en une étape avec des nombres décimaux » ou encore « savoir résoudre des problèmes algébriques en utilisant des schémas en barres ». 
Rendre visibles les objectifs de la séquence de la première séance
Une séquence peut commencer par la proposition d’un premier problème à résoudre rapidement afin de faire émerger explicitement ce qui pose problème. Les éventuelles erreurs sont donc accueillies avec une bienveillance renforcée. Ce premier problème permet de rendre les élèves réceptifs aux solutions qui seront proposées ensuite pour surmonter les difficultés que présente le problème. 
L’utilisation  d’un cahier est indispensable pour laisser des traces pour l’enseignant et pour l’élève. Ces problèmes peuvent être très proches du problème initial dans un premier temps, il faut aussi proposer des problèmes portant sur un contexte suffisamment éloigné du contexte initial. En effet, les travaux sur le transfert d’apprentissage montrent que des élèves peuvent avoir tendance à se centrer sur des éléments de surface pour relier les problèmes entre eux (problèmes d’achats, problèmes de gains, problèmes sur les fruits, etc.), alors que les élèves en réussite s’appuient sur la structure mathématique sous-jacente. 

Laisser les élèves résoudre des problèmes tout en les accompagnant 

Lors des temps d’enseignement consacrés à la résolution de problèmes, la priorité doit être donnée à la résolution de problèmes par les élèves. Une centration sur des sous-objectifs plus précis (compréhension, construction de schémas, modélisation, calculs, etc.) ne doit pas être proposée a priori, même si les professeurs l’ont nécessairement à l’esprit lorsqu’ils circulent dans les rangs. Elle ne devient utile que pendant la résolution, avec les élèves pour lesquels des besoins spécifiques émergent, ou après la résolution, lors d’un temps de mise en commun, d’échange ou de correction
L’analyse fine des besoins des élèves par le professeur doit permettre les aménagements utiles. 

Limiter les échanges sur le problème en amont de sa résolution 

Les échanges que l’on peut observer sont de différentes natures : il s’agit parfois d’expliciter ou de faire expliciter la signification de certains mots de l’énoncé, d’autres fois d’amorcer la résolution du problème. Ces deux pratiques sont généralement à éviter. La première a tendance à éloigner les élèves de la tâche de résolution (Est-ce un exercice sur le lexique ?) et conduit souvent à une déconcentration des élèves, en particulier quand les explications ou les échanges sur le lexique s’éternisent. La seconde conduit souvent à « tuer » le problème : en effet, le professeur ne maîtrise pas les réponses aux questions des élèves, qui donnent souvent plus d’informations que ce qui serait souhaitable. Les élèves ne sont alors plus dans une tâche de résoution de problème, mais dans une simple tâche d’exécution. Bien évidemment, cette remarque ne concerne pas la lecture du problème à voix haute par le professeur ou un pair, à un ou plusieurs élèves qui seraient en difficulté pour effectuer cette lecture eux-mêmes. 

Éviter les séances de résolutions de problèmes centrées sur des sous-tâches 

Il est en effet préférable d’éviter les séances de résolution de problèmes qui ne conduisent pas à résoudre des problèmes : séances spécifiques pour repérer les données utiles et les données inutiles, pour effectuer des représentations (dessins, schémas) des problèmes sans chercher à les résoudre. Il est par contre essentiel de rendre explicites ces sous-tâches lors des temps de mise en commun, car une prise de conscience de ces sous-tâches et une efficacité à les traiter sont nécessaires pour être en réussite en résolution de problèmes. 



Éviter d’être surmobilisé par les élèves les plus en réussite 

Dans certaines classes, et c’est sans doute une pratique pertinente, les élèves ne lèvent plus la main (c’est une demande explicite du professeur) et le professeur circule de manière ordonnée dans les rangs. Cette dernière pratique lui permet en effet de ne pas centrer son attention sur les élèves qui sont les plus demandeurs avec une appétence pour les mathématiques et qui sont souvent le plus en réussite, mais au contraire de consulter les travaux de tous les élèves et de consacrer plus de temps aux élèves qui ont le plus de besoins. Il peut ainsi valider les bonnes réponses, encourager les réussites et fournir l’accompagnement approprié à ceux qui ont besoin d’aide, individuellement ou au sein d’un groupe de besoin. Une telle action permet également de gagner en efficacité lors des temps de mise en commun, en évitant de corriger collectivement et de s’attarder sur un problème dont la résolution ne pose pas de difficulté aux élèves. 


Éviter les prises de parole trop fréquentes sur les temps dédiés à la résolution individuelle 

Des constats de difficultés, lors du passage dans les rangs, peuvent encourager à communiquer des informations supplémentaires aux élèves. Cela peut être pertinent si une incompréhension d’un élément du problème est largement partagée. Il peut même être pertinent d’interrompre le temps de recherche pour une rapide mise au point. Ces interruptions doivent rester peu fréquentes afin de 


Éviter les temps de mise en commun trop longs 

Idéalement, au moins les trois quarts de la durée d’une séance de résolution de problèmes doivent être consacrés à la résolution de problèmes par les élèves. Cela signifie que le temps de mise en commun ne doit pas dépasser le tiers du temps consacré à la résolution individuelle (sauf dans le cas d’un temps long d’institutionnalisation est prévu). Ce ratio implique également que tous les élèves soient effectivement en recherche pendant tout le temps consacré à la résolution individuelle donc un accompagnement des  élèves les plus fragiles et des propositions de nouveaux pooblèmes pour  élèves ayant le plus de facilités en mathématiques pour pouvoir faire des mathématiques pendant toute la séance. La consultation des cahiers, au fil de la séance, est essentielle pour organiser le temps de mise en commun. Il est inutile de corriger collectivement un problème qui n’a posé de difficulté à personne et il est également inutile de corriger collectivement un problème qui n’a pu être abordé que par deux ou trois élèves, une correction dans le cahier par le professeur sera alors certainement plus pertinente. Ces temps de correction et de mise en commun doivent être l’occasion de mettre en avant les éléments que les élèves doivent s’approprier et retenir. Il s’agit d’une tâche particulièrement délicate pour le professeur :
· faire percevoir que toutes les méthodes ne se valent pas, que certaines sont moins efficaces et doivent être abandonnées alors que d’autres doivent au contraire être privilégiées. car susceptibles de générer des erreurs de comptage 
· montrer qu’il existe parfois plusieurs façons de résoudre un même problème. 
· introduire une nouvelle méthode en annonçant aux élèves qu’il va leur enseigner une méthode plus efficace pour réussir les problèmes qui ressemblent au problème proposé. 


Développer des quasi-automatismes féconds tout en apprenant à inhiber ceux qui sont contre-productifs 

L’enseignement de la résolution de problèmes doit contribuer à développer chez les élèves de façon simultanée des quasi-automatismes leur permettant d’être plus efficaces et plus autonomes lors de la résolution de problèmes, ainsi qu’une aptitude à inhiber des procédures inappropriées qui peuvent les conduire à une réponse erronée. 


Exemple : « Théa a 7,30 €. Théa a 2,50 € de plus que Léandre. Combien d’argent a Léandre ? »









Pour le problème ci-dessus, l’élève doit pouvoir dire immédiatement, de façon quasi automatisée, qu’il s’agit d’un problème de comparaison (additive). Dans le même temps, l’élève doit pouvoir inhiber la réponse très tentante consistant à réaliser une addition (mot « plus » ) 
Il est important, lors de la résolution de problèmes de comparaison, d’amener les élèves à se demander systématiquement qui en a le plus ; question qui est essentielle et apparaît naturellement lorsque l’on amorce la construction d’un schéma. Une façon d’entraîner à cette inhibition est de demander régulièrement de justifier les opérations envisagées, y compris quand elles conduisent à un modèle correct. Pour l’enseignement de la résolution de problèmes, cela engage à proposer réguliè-rement aux élèves des problèmes variés pouvant, pour certains, contenir des mots inducteurs ou une forme inductrice auxquels les élèves vont devoir résister pour produire une réponse correcte. 
La proportionnalité est un champ particulièrement sensible aux carences d’inhibition, en particulier pour des problèmes qui ne relèvent pas de la proportionnalité mais qui en ont l’apparence. 

(Exemples page 94 et 95)

Tirer profit des outils numériques 

Le numérique peut sembler au premier abord peu utile à l’enseignement de la résolution de problèmes. En effet, la tâche de résolution nécessite le plus souvent l’utilisation de papier et crayon pour s’approprier le modèle, pour construire des schémas qu’il faut souvent modifier ou reprendre, pour noter ses idées, les calculs à effectuer…
Néanmoins, l’utilisation des outils numériques peut s’avérer très intéressante et efficace lors de temps de résolution de problèmes. 
(Exemples page 96 à 98)

Différencier pour permettre à tous les élèves de progresser 

La différenciation peut être envisagée : 
- a priori : en prévoyant des problèmes spécifiques pour certains élèves ou certains groupes d’élèves 
- pendant la séance :donnant des informations particulières, en proposant des questions intermédiaires ou en modifiant le problème que doivent résoudre les élèves. 

Dans les deux cas, il faut bien évidemment s’interroger pour savoir si les variations proposées sont : 
—  vraiment nécessaires 
—  vraiment utiles
—  vraiment pertinentes

Nécessaires ? 

Les différenciations a priori entérinent, pour l’élève, l’idée que le professeur ne croit pas en son aptitude à résoudre les problèmes proposés au reste de la classe. Il est donc préférable d’éviter les différenciations a priori, sauf dans les cas où elles constituent une solution d’accessibilité pour des élèves à besoins éducatifs particuliers.

Utiles ? 

Nécessité d’être en mesure d’analyser précisément la résolution proposée par l’élève pour repérer précisément ce qui le met en difficulté (voir chapitre 2 – Les 4 phases du processus de résolution)

De deux façons :
- d’une part, la différenciation apportée ne doit pas être superflue, mais  en lien avec la difficulté rencontrée par l’élève, ce qui implique d’avoir identifié précisément cette difficulté
- d’autre part, cette aide ne doit pas être excessive (supérieure au besoin de l’élève pour franchir l’obstacle qui lui pose problème, ne lui laissant plus la possibilité d’être confronté à la résolution du problème et donc de progresser. 


Pertinentes ?
Le caractère pertinent de la différenciation proposée se mesure à l’aune des objectifs visés par la séance. Le chapitre 3 fournit trois curseurs sur lesquels le professeur peut intervenir pour rendre un problème moins difficile, plus accessible : 
—  la structure mathématique sous-jacente 
—  le texte du problème 
—  le champ numérique 
Ainsi en fonction de l’objectif principal de la séance, il est possible d’agir sur des curseurs qui ne dénaturent pas l’obstacle que constitue l’objectif. à la décomposition du problème en sous-étapes ; par contre une réduction du champ numérique est tout à fait pertinente. (Exemple page 100)
S’appuyer sur l’institutionnalisation 
L’institutionnalisation désigne l’acte du professeur pour expliciter, rendre visibles les apprentissages réalisés au cours d’une séance ou d’une séquence et leur donner ainsi un statut de connaissance ou de savoir-faire, et l’élaboration de traces écrites sous forme d’affichages ou d’un paragraphe au sein d’un cahier de leçons. Cette institutionnalisation doit permettre aux élèves de prendre du recul sur ce qui a été fait, de dépersonnaliser les procédures, de les expliciter et d’en montrer le caractère général. 
Il est en effet fondamental d’expliciter les objectifs et les savoirs visés et travaillés dans les séances d’apprentissage; la compréhension de ces objectifs est souvent ce qui différencie les élèves en réussite de ceux qui sont en échec. Il est aussi nécessaire que cette explicitation se traduise par une trace écrite et durable, à laquelle il sera possible de se référer pour faire des transferts (une trace écrite sous forme d’affichage permet un accès immédiat en classe et donne l’occasion de faire des analogies entre des problèmes qui n’ont aucun trait de surface commun (mémoire des problèmes résolus antérieurement et une trace écrite dans le cahier est également incontournable et nécessaire : d’une part, parce que l’écriture de la main de l’élève favorise l’appropriation et la mémorisation du savoir visé et, d’autre part, parce qu’elle contribue à développer l’autonomie de l’élève en lui permettant de s’y reporter de façon libre ; enfin, cette trace écrite permet aux familles qui le souhaitent d’avoir accès aux attentes et aux objectifs du professeur pour ce qui concerne la résolution de problèmes et ainsi de mieux accompagner leur enfant. 

L’institutionnalisation en mathématiques à l’école élémentaire prend des formes variables. Il peut s’agir de définitions, de règles, de méthodes, de stratégies énoncées de façon littérale ( Pour ajouter 9, je peux ajouter 10 puis retirer 1, un rectangle est un quadrilatère qui a 4 angles droits. Pour la résolution de problèmes, il convient sans doute de suivre le même principe en illustrant les catégories de problèmes étudiées et les outils enseignés pour faciliter la résolution de problèmes par des exemples de problèmes résolus auxquels il faudra faire référence chaque fois que cela sera utile et auxquels les élèves pourront eux-mêmes se référer lors de leurs travaux de résolution de problèmes. (exemple institutionnalisation page 102)

Il faut veiller à ce que ces problèmes types proposés en institutionnalisation restent en nombre limité pour que l’outil soit véritablement opérationnel. Idéalement, les corrections de ces problèmes types, notées dans les cahiers de leçons, sont construites collectivement avec la classe. Elles peuvent aussi s’appuyer sur la production d’un élève vidéoprojetée puis corrigée ou complétée par la classe avant d’être recopiée. 

La trace finale, c’est-à-dire ce qui est recopié dans le cahier ou ce qui est affiché dans la classe, émane des propositions des élèves mais correspond exactement à l’intention du professeur et à l’objectif visé à travers cette trace écrite.

Faire apparaître des structures mathématiques partagées entre les problèmes 

Il y a un enjeu d’apprentissage essentiel à ce que les élèves réussissent à percevoir dans les problèmes travaillés des caractéristiques qui soient pertinentes sur le plan mathématique et sur lesquelles ils puissent s’appuyer ultérieurement dans une perspective de transfert d’apprentissage. De nombreux travaux ont montré qu’ignorer les traits superficiels est très difficile, il est donc particulièrement important de rendre saillantes les caractéristiques pertinentes des problèmes sur le plan mathématique pour aller à l’encontre de cette tendance très persistante. 
Des travaux ont mis en avant l’intérêt de recourir en classe à des activités explicites de comparaison entre situations de façon à mettre en évidence ce qu’elles ont en commun et ce qui les différencie : deus problèmes avec une même structure mathématique mais différant par leur habillage, de chercher l’analogie entre eux… 
Comparer différentes stratégies de résolution est également une manière de développer la flexibilité (choix de la stratégie la plus adaptée). (exemple page 103)
L’usage des schémas renforce cette possibilité de mise en évidence des structures mathématiques communes au-delà des différences superficielles entre les énoncés. 
Des analogies entre des problèmes pouvant sembler encore beaucoup plus éloignés peuvent également être faites. 

S’appuyer sur l’évaluation pour renforcer les apprentissages 

L’évaluation permet d’éclairer le professeur sur les connaissances et compétences des élèves, en complément de la prise d’information en continu, pendant les séances de résolution de problèmes. 
L’évaluation a pour but premier de contribuer au développement des compétences des élèves en résolution de problèmes. L’effet positif sur les apprentissages de petites évaluations courtes mais fréquentes a été clairement mis en lumière par des travaux de recherche. Ces évaluations courtes, sous la forme d’un unique problème, permettent aux élèves de renforcer leur attention sur des outils particuliers ou des stratégies qui leur ont été enseignées. En complément des évaluations courtes, des évaluations plus longues sont utiles pour vérifier l’aptitude des élèves à réinvestir l’ensemble des acquis, à prendre des décisions sur les outils à utiliser ou les stratégies à mettre en œuvre. Ces évaluations ne doivent, bien entendu, pas être centrées sur un type de problèmes unique ni sur une opération ciblée afin de pouvoir cerner l’aptitude des élèves à prendre des décisions. 
Le choix des problèmes retenus au sein d’une évaluation est particulièrement important (choix et analyse fine pour contrôler la difficulté et l’accessibilité). 
Les évaluations gagnent à être pensées en amont de séquence afin d’avoir ensuite clairement à l’esprit les objectifs fixés et les connaissances et compétences que les élèves doivent avoir acquises en fin de séquence. 


Questions fréquemment posée ssur l’organisation de l’enseignement de la résolution de problèmes (pages 105 à 107)

· Faut-il des séances spécifiques pour la résolution de problèmes dans l’emploi du temps ?
· À quelle fréquence doit-on travailler la résolution de problèmes ? 
· Combien de problèmes faut-il traiter chaque semaine ? (au moins 10 par semaine)
· Doit-on faire créer des problèmes aux élèves ? 
· Doit-on proposer aux élèves de travailler en groupes en résolution de problèmes ? 
· Faut-il un cahier spécifique pour la résolution de problèmes ? 
· La manipulation est-elle obligatoire au cours moyen ? Quel matériel utiliser ? 
· Quelles traces garder des activités de résolution de problèmes ? 
· Où peut-on trouver des banques de problèmes ? 

Enseigner explicitement des méthodes de représentation efficaces pour modéliser
Les stratégies de recherche pour résoudre un problème et en particulier pour le modéliser peuvent être variées. Cependant une aide importante peut être obtenue, dans la plupart des cas, en effectuant un schéma. Tous les schémas ne se valent pas.
La réalisation d’un schéma ne doit jamais être exigée, sauf dans le cas particulier de séances spécifiques d’apprentissage d’un nouveau modèle de schéma La réalisation d’un schéma ne doit pas constituer une étape qui engendrerait des difficultés supplémentaires lors de la résolution d’un problème, mais elle doit, au contraire, permettre de rendre plus visuelles les tâches à réaliser et les relations entre les nombres ou les grandeurs et de soulager la mémoire de travail. 
Si faire des schémas peut s’avérer particulièrement efficace, l’aptitude à choisir un schéma pertinent et à réaliser ce schéma requiert un apprentissage. La compétence « représenter » doit, par conséquent, faire l’objet d’un enseignement explicite. L’enseignement des schémas doit être cohérent tout au long de l’année scolaire, mais aussi tout au long de la scolarité pour être d’autant plus efficace. 
Ce paragraphe propose de développer l’enseignement de quatre types de schémas devant être connus des élèves de cours moyen. Les élèves doivent savoir les produire, mais aussi, et surtout, savoir quand il est pertinent de les utiliser : 
—  les schémas en barres ; 
—  les schémas proposant un déplacement sur une droite numérique ou une ligne du temps ; 
—  les tableaux ; 
—  les arbres. 

Les schémas en barre
· Des schémas présents depuis longtemps dans les écoles (pages 108-109)
· Plusieurs types de schémas en barre possibles : épaisses, simples … (pages 109-110)
· Un modèle retenant quatre types de schémas en barres (pages 111 à 113)
· Adaptation aux problèmes en plusieurs étapes (pages 113-114)
· Les schémas en barres pour traiter des problèmes algébriques (pages 115 à 117)
Quelques questions régulièrement posées sur l’enseignement des schémas en barres. 
(pages 118 et 119)

· À quel moment de la scolarité doit-on commencer à utiliser les schémas en barres ? Et jusqu’à quel niveau sont-ils utiles ?
· Comment mettre en place la schématisation en barres au cycle 3 lorsque cela n’a pas été fait au cycle 2 ?
· Les longueurs des barres doivent-elles être proportionnelles aux quantités ou grandeurs qu’elles représentent ?
· Pour les problèmes en plusieurs étapes, faut-il un unique schéma en barres ou faut-il en dessiner plusieurs ?
· Faut-il imposer un type de schéma ? 
· Comment faire comprendre la schématisation en barres pour les problèmes de type transformation ?
· Les élèves ne risquent-ils pas de remplir des cases au hasard, comme s’ils mettaient des nombres dans des opérations, sans forcément en comprendre le sens ?

Les schémas représentant un déplacement sur une droite numérique ou une ligne du temps

Les schémas en barres peuvent se montrer peu adaptés pour la résolution de certains problèmes de transformations. Les schémas s’appuyant sur une ligne numérique sont particulièrement efficaces pour soutenir la résolution de problèmes liés à des évolutions d’une grandeur dans le temps ou à des déplacements dans l’espace, ou de façon plus générale des problèmes avec des transformations.
(pages 120-121)
Il est essentiel d’être explicite lors de l’utilisation de tels schémas en classe sur ce que symbolise l’axe tracé sur lequel s’appuie la représentation.

Les tableaux

Des tableaux peuvent être utilisés pour illustrer des problèmes où une même quantité est répétée à l’identique plusieurs fois. (pages 121 à 124)

Les arbres

Les arbres peuvent être utiles pour les problèmes faisant intervenir des dénombrements de produits cartésiens de plus de deux ensembles, l’utilisation d’un tableau à double entrée n’étant alors plus possible (page 125).

FOCUS : exemples de résolution de problème de CM avec des fractions en utilisant des schémas en barres. (pages 126 à 129)
CHAPITRE 5

DE L’ECOLE AU COLLEGE : LA RESOLUTION DE PROBLEMES DANS LE CADRE DE LA LIAISON CM2 - 6ème

Le travail mené en résolution de problèmes au cours moyen permet de faire acquérir aux élèves
les connaissances et compétences nécessaires pour aborder sereinement les problèmes qu’ils devront résoudre en dernière année de cycle 3, puis au cycle 4. Ce travail contribue à la construction progressive, 
tout au long de la scolarité, des six compétences majeures de l’activité mathématique inscrites dans les programmes. Les stratégies acquises et les outils que les élèves ont appris à utiliser, notamment pour effectuer
des représentations permettant de soutenir la résolution de problèmes, continueront à leur être utiles tout au long du collège, en particulier pour accompagner et renforcer le travail mené en algèbre. 

La résolution de problèmes au cœur de l’enseignement des mathématiques au collège comme à l’école élémentaire 

La résolution de problèmes continue d’occuper une place centrale dans l’enseignement des mathématiques au collège. Les attendus de fin d’année de sixième mettent en évidence la continuité du travail à mener en rappelant les attentes concernant les problèmes verbaux à une ou plusieurs étapes : l’élève « résout des problèmes relevant des structures additives et multiplicatives en mobilisant une ou plusieurs étapes de raisonnement ». 
Le programme du cycle 4 confirme la place centrale accordée à la résolution de problèmes tout au long du collège, en insistant sur le renforcement d’automatismes, le développement de la capacité à faire des analogies avec les problèmes préalablement résolus et l’acquisition d’aptitudes générales comme la prise d’initiative : 
« Une place importante doit être accordée à la résolution de problèmes. Mais pour être en capacité de résoudre des problèmes, il faut à la fois prendre des initiatives, imaginer des pistes de solution et s’y engager sans s’égarer en procédant par analogie, en rattachant une situation particulière à une classe plus générale de problèmes [...]. Ceci suppose de disposer d’automatismes (corpus de connaissances et de procédures automatisées immédiatement disponibles en mémoire). » 

Exemples de problèmes pouvant avoir été résolus au cours moyen 

Cette partie a pour objet de compléter la liste des nombreux problèmes proposés dans ce guide. Certains des problèmes proposés ici sont issus de travaux de recherche et  peuvent permettre de nourrir les échanges entre les professeurs de cours moyen et les professeurs de mathématiques de sixième pour donner à voir des exemples de problèmes qui ont été résolus par les élèves avant leur entrée au collège. (pages 133-134)

Exemples d’utilisation au collège des représentations schématiques introduites au cours moyen 

Cette partie a pour objectif de montrer explicitement comment les outils introduits à l’école élémentaire pour soutenir la résolution de problèmes peuvent continuer à être utilisés au collège dans le cadre de la résolution de problèmes relevant du collège (ratios, algèbre, probabilités, etc.). (pages 135 à 140).

· Utilisation des schémas en barres pour des problèmes de fractions, pourcentages ou ratios 
· Utilisation des schémas en barres pour illustrer des problèmes algébriques 
· Utilisation de tableaux 
· Utilisation d’arbres

-------------------------------------------------------

Bibliographie et sources (pages 142 à 147)



Enseigner explicitement des méthodes de représentation efficaces pour modéliser


[image: ][image: ]																																															Côme a dépensé 17,30 € à la boulangerie pour acheter un pain aux céréales et une tarte aux abricots. Il se souvient que le pain aux céréales coûte 2,70 € mais a oublié le prix de la tarte aux abricots.
Quel est le prix de la tarte aux abricots ? 
Les schémas en barre



























Les schémas représentant un déplacement 
sur une droite numérique ou une ligne de temps




Selon l’Institut national d’études démographiques (Ined), la population asiatique devrait augmenter de 467 634 000 habitants entre 2025 et 2050, puis diminuer de 147 634 000 habitants entre 2050 et 2075.
Comment devrait évoluer la population asiatique entre 2025 et 2075 ? 
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Les tableaux


													Une poupée est livrée avec 4 pantalons et 12 tee-shirts. 
De combien de façons est-il possible d’habiller la poupée ? 
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Les arbres

[image: ]Combien peut-on écrire de nombres à trois chiffres commençant par le chiffre 2 et en utilisant au plus une fois les chiffres 2, 4, 6 et 8 ? 







Assia, Basile, Capucine, Diego et Emy ont résolu ensemble un problème de mathématiques. Ils doivent désigner un binôme (deux élèves) parmi eux cinq pour présenter leur solution à la classe.
Combien de binômes différents peut-on former avec ces cinq élèves ? 
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Un exemple de résolution et de schématisation en 6ème

			

J’ai dépensé 4 septièmes de mes économies pour acheter un manteau et le tiers du reste pour une paire de chaussettes. J’ai maintenant 9,52 €.
Combien avais-je d’économies au départ ? 
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Problèmes de proportionnalité


dans ce guide considérés comme des problèmes à une étape






Problèmes à plusieurs étapes


succession de problèmes à une étape






Problèmes atypiques


pas de stratégies à faire acquérir






Problèmes à une étape


une unique opération
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Figure 1. Une classification des problemes que les éléves doivent apprendre a résoudre au cours moyen.





https://eduscol.education.fr/251/mathematiques-cycle-3
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Figure 3. Vision élaborée du processus de résolution selon Lieven Verschaffel et Erik De Corte.
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Figure 4. Modeéle en quatre phases retenu pour la résolution de problémes.
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Scénarios facilitateurs

Scénarios non facilitateurs

«Léo a 21 billes rouges et 7 billes bleues.

Combien Léo a-t-il de billes rouges
de plus que de billes bleues ? »

«Léo a 21 roses et 7 vases.
Combien Léo a-t-il de roses de plus que
de vases ?»

«Lucie a 13 vases. Elle met 7 roses
dans chaque vase.

Combien de roses y aura-t-il dans
I’ensemble des vases ? »

«Lucie a 7 billes rouges. Elle recoit

13 billes bleues en échange de chaque
bille rouge.

Combien de billes bleues aura-t-elle

a la fin des échanges ?»
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https://edu1d.ac-toulouse.fr/politique-educative-31/ien31-toulouse-sud/files/2019/05/solutions_-pb_chercher_%C3%A9nonc%C3%A9s-cycle-2-et-3.pdf


https://edu1d.ac-toulouse.fr/politique-educative-31/ien31-toulouse-sud/files/2019/05/solutions_-pb_chercher_%C3%A9nonc%C3%A9s-cycle-2-et-3.pdf
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La résolution peut s'appuyer sur les outils utilisés a I'école élémentaire.

Economies au départ

A
'S N\
Manteau : 4 des économies Reste
r A Y A~ N\
IW_A ~ J
§du reste 9,562€
(chaussettes)

9,52€+2=4,76€
476€x 7 =33,32€
J'avais 33,32 € d’économie au départ.

Cette représentation permet d’illustrer les calculs algébriques menés au collége.

En notant xles économies au départ, la somme restante apresles achats est égale a:
_£>< _l> —Sy2,-2

(1 7 1 3 x_7x3x_7x

On va donc chercher x tel que %x = 9,62 |la fraction % apparaissait clairement

sur le schéma.










